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Resumo

A trajetoria da bola de vdlei pode ser estudada como um movimento obliquo com diferentes niveis de sofisticacéo.
Por isso, comparar-se-ao as equagdes de arrasto linear e arrasto quadratico com a equacdo de movimento sem
atrito, no intuito de observar a relevancia do atrito com o ar na posi¢&o final da trajetéria. Utilizar-se-4 o Microsoft
Excel para fazer repetidas comparacdes, com diferentes combinag@es de fatores. Observou-se que a diferenca entre
as posicoes finais das equagdes de movimento com arrasto quadratico e sem arrasto ficam entre 15 e 30%
dependendo da configuracdo do langamento. A equacdo com arrasto linear ndo apresenta uma forca de arrasto
significativa para impedir o movimento. A func¢éo de frear a bola é desempenhada pelo arrasto quadréatico, oriundo
da densidade do fluido atravessado, apresentando um comportamento de amortecimento critico.
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Abstract

The trajectory of the volleyball ball can be studied as an oblique motion with different levels of sophistication.
Therefore, the equations of linear drag and quadratic drag will be compared with the equation of motion without
friction, in order to observe the relevance of friction with the air in the final position of the trajectory. Microsoft
Excel will be used to make repeated comparisons, with different combinations of factors. It was observed that the
difference between the final positions of the equations of motion with quadratic drag and without drag are between
15 and 30% depending on the launch configuration. The linear drag equation does not have a significant drag force
to prevent the movement. The function of braking the ball is performed by the quadratic drag, arising from the
density of the fluid traversed, presenting a critical damping behavior.

Keywords: volleyball physics; sport physics; physical analysis.
Resumen

La trayectoria del balon de voleibol puede ser estudiada como un movimiento oblicuo con diferentes niveles de
sofisticacion. Por ello, se van a comparar ecuaciones de arrastre lineal y arrastre cuadratico con la ecuacién de
movimiento sin friccion, con la intencién de observar la relevancia de la friccion del aire en la posicion final de la
trayectoria. Se utilizara el Microsoft Excel para hacer repetidas comparaciones, con diferentes combinaciones de
factores. Se pudo observar que la diferencia entre las posiciones finales de las ecuaciones de movimiento con
arrastre cuadratico y sin arrastre quedan entre 15 y 30%, dependiendo de la configuracién del lanzamiento. La
ecuacion con arrastre lineal no presenta una fuerza de arrastre significativa para impedir el movimiento. La funcién
de frenar el baldn la tiene el arrastre cuadratico, producido por la densidad del fluido atravesado, que presenta un
comportamiento de amortiguacion critica.

Palabras-clave: fisica del voleibol; fisica del deporte; anélisis fisico.
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A fisica da trajetéria da bola de Voleibol

A fisica como ciéncia que investiga as leis da natureza est4 intimamente relacionada
com o esporte, desde a biomecénica que sustenta os jogadores até a transferéncia de energia
entre o jogador e a bola; também explica a trajetoria da bola e a interferéncia do meio sobre ela.
Assim como as outras Ciéncias Exatas e Tecnologias (CET), € possivel matematizar os seus
fendmenos, para fazer previsdes e relacionar grandezas fisicas.

O escopo desse trabalho consiste na apresentacdo e comparacao entre 3 equacgdes de
movimento, a equacdo simples (sem arrasto), a equacdo considerando o arrasto linear e a
equacdo considerando o arrasto quadratico. As duas equacdes que levam em conta o atrito
atribuem uma origem diferente ao fendmeno, mas ambas apresentam uma estrutura similar e
com as mesmas dependéncias diretas e indiretas, como o impacto que a diferenca de
temperatura faz na trajetoria. Dar-se-a énfase a relevancia das equacdes com atrito sobre a
trajetéria. Um objetivo secundario do estudo € apresentar formas de introduzir a disciplina
Fisica a partir do gosto pelo esporte da maioria da populacdo. Alguns pesquisadores
desenvolvem projetos na éarea do esporte, com destaque para a professora Rosana Bulos
Santiago, da UFRJ, que desenvolve projetos para o ensino da fisica através do esporte, tanto no
ensino médio quanto no superior.

A fisica do esporte também pode ser aplicada no espaco profissional, na perspectiva de
buscar jogadas ou técnicas mais eficientes como, por exemplo, o melhor angulo possivel para
reduzir o tempo entre o saque e a queda da bola ou técnicas como a utilizacdo do efeito Magnus,

que visa alterar a aceleracdo da bola por meio da rotacdo.

2 Metodologia

Este trabalho foi desenvolvido por meio de uma abordagem qualitativa, com o objetivo
de descrever e avaliar o impacto do arrasto na trajetdria parabdlica da bola de vélei. Realizou-
se pesquisa bibliografica sobre o arrasto, desde a origem até as suas implicacdes fisicas e
matematicas, culminando com a aplicacdo das equacGes de movimento com e sem arrasto.
Utilizou-se o Microsoft Excel para facilitar o calculo repetitivo na simulacdo de diversas
situacgdes, alternando-se as configuracfes de langamento. Pdde-se assim comparar a relevancia
do arrasto, em paralelo com o ensino da fisica por meio do esporte.

O tema foi escolhido no intuito de trazer alternativas para o ensino da fisica, com a sua
aplicacdo em temas populares como 0s esportes; a intencdo foi mostrar o uso dessa ciéncia em
outros contextos, despertar o interesse de alunos do ensino médio ou superior, gerar

engajamento com a disciplina e garantir uma aprendizagem significativa.
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Realizou-se uma busca de artigos e demais trabalhos no Google Académico sobre 0s
temas de didatica, fisica no volei e fisica no esporte; pdde-se constatar que, embora exista um
numero significativo de producgdes académicas sobre didatica, ha poucos trabalhos sobre fisica
no esporte. Escolheu-se a plataforma Google Académico, pois conta com uma grande demanda
de producdes cientificas.

Os autores com maior destaque para o desenvolvimento desse trabalho sdo M. Goto et
al. (2008), M. Duarte e E. Okuno (2012) e R. Santiago et al. (2013), por possuir um objetivo
similar, a analise da fisica do esporte; embora seus trabalhos considerem esportes diferentes,

compartilham conhecimentos em comum.

3 Coeficiente de Arrasto
3.1 Arrasto Linear

O coeficiente de arrasto linear, normalmente representado pela letra b, esta associado
com a viscosidade do fluido; em outras palavras, esta associado a resisténcia ao escoamento e
essa resisténcia varia conforme a temperatura. Portanto, no caso do vélei, a temperatura do ar
na quadra altera ligeiramente o coeficiente de arrasto. O coeficiente b pode ser escrito como

b = nD, onde n € a viscosidade dindmica e D o didmetro. Existem algumas formulas para se

. . s A . . ~ . a
calcular a viscosidade dindmica, como n = -, onde 7 é a tensdo de cisalhamento e d—; a
dy

aceleracdo que o fluido desenvolve. Posto que a viscosidade é a dificuldade de um liquido
escoar apds ser aplicada uma tensdo de cisalhamento (tensdo tangencial) sobre ele, notamos que

a viscosidade e a aceleracdo séo inversamente proporcionais «. Tmn = # . Porém, existem
ay

3
C+T2

T+S'

que relaciona a viscosidade a temperatura, onde C e S sdo constantes do material analisado. A

outros célculos mais interessantes para a analise, como a equacdo de Schuterland, n =

viscosidade é resultado da for¢a de coesédo entre as moléculas do fluido. Como a forga de coesédo
nos gases é tdo pequena gque ndo consegue nem o manter unido, a viscosidade nos gases sera
relativamente baixa; consequentemente, a forca de arrasto também. A forca dada por f(al) =
bv = nDv, atribui um peso igual tanto para o coeficiente de arrasto linear (viscosidade e
didametro) quanto para a velocidade, de maneira que aumentando a velocidade, a forca de arrasto
aumenta de forma proporcional. Portanto, o arrasto linear atribui a viscosidade do fluido a causa
do arrasto, pois algo mais viscoso (moléculas mais unidas) traria uma maior dificuldade de

locomocdo ao objeto que atravessa o fluido.
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3.2 Arrasto Quadratico

Representado pela letra c, o arrasto quadratico possui uma origem diferente do arrasto
linear; esta relacionado com a densidade do meio (p), pois para que um objeto se movimente

dentro de um fluido ¢é necessario que ele desloque as moléculas presentes no meio para assim
- m - 3 ~
poder ocupar aquele espaco. Logo, quanto mais denso (p = 7), mais moléculas estaréo

concentradas em um determinado volume, de maneira que maior serd a dificuldade de
atravessar esse meio. Cada molécula possui uma inércia e a forca de reagdo causada pela inércia
seria a forca de arrasto; portanto, a natureza desse coeficiente esta relacionada com as colisdes
qgue ocorrem entre as moléculas do fluido e o objeto que estd passando pelo material. O
coeficiente de arrasto quadratico é dado por ¢ = pD?, onde p é a densidade do meio e D 0
diametro do objeto. Notamos que o didmetro tem uma relevancia maior do que a densidade,
mas sabendo que a area de uma esfera é A = 4mr? , que a area de contato com o fluido é metade

2 2
da area total da bola e que r = g, entdo A, = 27 (g) = %. Vemos que a densidade (p) tem

0 mesmo peso da area A, e ndo do didmetro, logo, quanto maior a area de contato com o fluido
e maior a densidade desse fluido, maior sera o coeficiente de arrasto. E a forca de arrasto
quadratica é dada por f(aq) = cv? = pD?v?, onde a velocidade exerce uma maior relevancia
no arrasto; quanto mais rapido, mais moléculas precisam ser empurradas em um determinado
tempo, dificultando a travessia pelo meio.

Podemos calcular o impacto que a temperatura causa na forca de arrasto. Para uma
velocidade fixa de 10 m/s e uma temperatura de T = 102C, a densidade do ar € p =
1,2466 kg/m3®  ~  f(aq) = cv® = pD?*v? = 1,2466.0,232.10> = 6,595 N.  Agora,
considerando uma temperatura de 20°C , consequentemente p = 1,1839 kg/m3, temos que a
forca de arrasto fica f(aq) = cv? = pD?v? = 1,1839.0,232.10%? = 6,263 N. Uma diferenca
de 5%; pequena, mas nao desprezivel. Portanto, em uma partida de volei jogada em um

ambiente mais frio, o jogador devera compensar esse arrasto maior com for¢a muscular.

3.3 Comparagéo entre os coeficientes de arrasto

Em um movimento real, tanto o arrasto linear quanto o arrasto quadratico estdo
presentes, dificultando o movimento. A forga de arrasto pode ser representada como - f(a) =
bv + cv?, divergindo apenas em grau de relevancia. De modo geral, o arrasto linear é mais
significativo para particulas pequenas, como a poeira ou goticulas, enquanto o arrasto

guadratico é mais significativo para objetos maiores. Porém, pode haver casos em que ambos
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tenham aproximadamente a mesma relevancia, como no caso de uma gota de chuva, onde

nenhum arrasto pode ser desconsiderado; podemos determinar a relevancia de cada parcela ao

f quadratico cv? pD?v pD

fazer a divisdo entre elas ————— = =227 - 2V R, sendo R o coeficiente de
f linear bv 2nDv n

Reynolds. Dessa forma, medimos o quanto uma parcela se sobrepde a outra; no de caso R > 1
significa que a parcela quadratica é maior que a linear. Na grande maioria das situacfes do dia
adia R>>1, caso R = 1, ambos tém a mesma importancia; logo, deverdo ser considerados na
equacdo, o que resulta em uma equacdo mais complexa. N&o seré possivel desprezar nenhum
arrasto na representacdo de um problema realista. Caso R < 1, o coeficiente linear sera mais
relevante. Com a expressao para o calculo do numero de Reynolds que obtivemos acima,

podemos aplicar em uma situagéo real.

__ pbv

1)

Onde p € a densidade, n é a viscosidade e D é o didmetro e v a velocidade. Para 0 nosso

estudo, calcularemos o nimero de Reynolds de uma bola de volei, entdo:

_ 1,205%0,23 %5
B 2.10-5

=69.287,5> 1

Mesmo considerando uma velocidade modesta de 5m/s, considerando que em uma
partida de volei frequentemente a velocidade da bola ultrapassa os 30m/s, claramente R >> 1,
portanto o arrasto quadratico é predominante nessa situacdo e podemos desconsiderar a parcela
linear.

Outro fator que podemos destacar é a relevancia da temperatura e da velocidade; em
média, a cada 20°, a viscosidade se altera em torno de 5,5%, enquanto no mesmo intervalo de
temperatura, a densidade do ar apresenta uma alteracdo de 6,5%. Além disso, o arrasto linear
cresce proporcional a velocidade, enquanto o arrasto quadratico é proporcional ao quadrado da
velocidade, o que implica uma maior variagéo na forca de arrasto decorrente das configuragdes

do sistema.

4 Equac6es de Movimento

Para descrever a trajetoria apresentaremos 3 equagdes distintas para 0 movimento, com

0 intuito de comparéa-las e aplica-las em simuladores, com diferentes niveis de precisao: a
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equacdo de movimento simples, sem atrito, que normalmente é ensinada no ensino médio; a
equacdo de movimento com arrasto linear, mais adequada para pequenas particulas; e a equagdo
de movimento com arrasto quadratico, onde elas apresentam complexidades e resultados

ligeiramente diferentes.

4.1 Equagdes de movimento MRU / MRUV

Ao analisarmos o movimento de projeétil, notamos que a forca-peso atua somente no
eixo vertical; portanto, ao decompor as forcas, teremos no eixo vertical um movimento de

aceleracdo g enquanto no eixo vertical 0 movimento seré constante. A partir da definicdo de

velocidade, que é a taxa de variagdo da posi¢do pela taxa de variacdo do tempo v = AA—’; :
encontramos a equacao horaria da posicao:
- A
V=
@)
v.At =x — X (@)
Considerando t, = 0 ficamos com:
X = x9 + vt )

Para movimentos acelerados, podemos calcular a equacdo horaria da velocidade de
forma analoga, utilizando a definicdo de aceleracéo, taxa de varia¢ao da velocidade sobre a taxa

de variagéo da posicao:

Av

a=— (6)
at =v — v, (7)
v=vy+at (8)

Integrada & equacéo (4), obtemos a expressdo que descreve um movimento acelerado, a

equacdo horéria da posi¢do para 0 movimento retilineo uniformemente variado
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dy

2 = Vo toat 9)
[dy =[ (vo + at)dt (10)
y—y0=v0t+a7t2 (11)

Com essas equacdes podemos descrever o movimento de um projétil, porém nessa

equacdo nao consideramos o atrito, razdo pela qual ndo é uma aproximacdo muito boa da

realidade.

4.2 Equacdo do movimento para o arrasto linear

Com base em conhecimentos de mecanica newtoniana, podemos equacionar o sistema,

onde a resisténcia do ar sera dada pelo fator b, e proporcional a velocidade.

2
mﬂ=—bﬂ—mg (12)

Em x:
d?x dx
Emy:
a’y dy _
md?'l'bz +mg =0 (14)
Resolvendo a equagdo no eixo Xx:
dx _ _ bdx 15
dt2 =~ mdt (15)
dx _ _ b dx (16)
a2~ mJ at
dv, _ _2
JSr=—nlat (17)
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Obtemos a equacao horaria da velocidade:

mvi=—2nat (18)
Vo, m
Ou:
bt
v (t) = vy, e m (19)

Integrando a velocidade obtemos a posi¢cdo em X:

m _b,

x(t) = % = § v e Tmt — 1] (20)

Note-se o fator % , onde massa é proporcional a posi¢do. A interpretacao fisica desse
termo nos diz que aumentando a massa aumentamos a posi¢do, porque aumentamos 0 momento

linear (P = m.v), que pode ser interpretado como o impacto entre a bola e a as moléculas do
ar, sem aumentar o diametro; em uma linguagem mais popular seria mais massa empurrando a

mesma quantidade de moléculas, o que facilita a passagem pelo meio. Porém, existe o fator

e _%t limitando o aumento indefinido da posicdo através do aumento de peso; na pratica
sabemos que, para sistemas sem resisténcia do ar, a velocidade de queda sera indiferente da
massa, pois ambas estdo sob a mesma aceleracéo. Para sistemas com resisténcia do ar, atua o
mesmo principio mencionado acima, 0 momento linear que empurra mais facilmente as
moléculas de ar, trazendo o peso mais rapidamente para baixo.

Pela equacdo de movimento utilizando o arrasto linear, podemos analisar o efeito que a
variacdo de massa provoca na posi¢édo final. No vélei, a bola deve pesar entre 0,26 e 0,28 kg;
considerando uma velocidade de 36.5 m/s e um coeficiente de arrasto b = 0,077 e t = 0,5,
paraa primeira situacdo a posicéo final serax = 16,96 m. Ja para o segundo caso x = 17,05 m,
h& uma variacdo de 0,53%. Essa pequena variacdo pode ser suficiente para langar uma bola
dentro ou fora da quadra. Uma variacdo de 0,02kg na massa provocou uma variagédo de 0,53%
de variagdo da posicdo; considerando massas maiores, a variagdo na posicdo € infima.
Utilizando a mesma configuragdo acima para variar a posicdo de 18,24m para 18,25m,

0,055% de aumento, é necessario aumentar a massa de 27kg para 114kg. Portanto, existe uma
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massa cujo aumento quase néo interfere na posi¢do, mas essa massa depende da configuracao
empregada, mais especificamente do coeficiente de arrasto (b) e do tempo (t).

Agora resolvendo a equacao no eixo y:

Wt tg =0 @
f vyi”fnTg = -2 (22)
Resultando em:
R @3)

Simplificando:

b
mg _ mgy -2t
vy (t) + > = (on + e e

m

(24)

Integrando a expressao da velocidade, finalmente chegamos a equacao horaria da posi¢do para
0 eixoy:

y(©) =yo — 5t — 5 o, + T)eTm — 1] (25)
4.3 Equacgéo de movimento — Arrasto quadratico

A segunda lei de Newton para o arrasto quadratico fica:

(26)
Como fizemos anteriormente, iremos decompondo 0s componentes em parcelas verticais e
horizontais

Em x:

dav,
— = —cv
dt

2
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Emy: m % =mg — cv? (28)

Resolvendo a equacao no eixo horizontal, temos:

Z = (29)
Separando as variaveis e integrando
= -t (30)
fogt = = Jyme (31)
L (32)
v(t) = 1:0% (33)

Agora que temos a expressdo da velocidade no eixo horizontal, podemos encontrar a

equacao horaria da posigéo.

dx v0

E = 1+% (34)
o
x dx t vo
o
Resultando em
x =x0+v0*%ln(1 +£) (36)
(o7
Agora analisando 0 movimento na vertical
L (37)
dat g m
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Sobre essa equacdo € interessante notar que, em algum momento, teremos um valor de v tal que

cv? - . .p- ~ , . ~ . .
g = ——;isso significa que ndo ha mais aceleragdo no sistema. Esse v chamamos de velocidade

terminal

Note que podemos manipular a equacdo (37) de forma que:

dv cv?
PTARAC Salymend)

E entdo podemos inserir a velocidade terminal da seguinte forma

gt

Podemos multiplicar o numerador e o denominador por e vt , encontrando:
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gt _gt
v= vt% (45)
elt+e Vt
Resultando em:
= gt
v = v;tanh (Vt) (46)
E finalmente chegamos a:
dy gt
J5; = Jvctanh (V_t) (47)
Yy oot gt
¥ dy = [, vetanh (v—t) dt (48)
E a equacdo horéria da posicéo é dada por:
y =y, + ﬁln[cosh(g—t)] (49)
g UVt

4.4 Comparacao

Primeiramente analisaremos a interpretacdo fisica das equaces, no intuito de compara-

las e apontar semelhancas e diferencas.

Equacgdo do movimento sem arrasto:
X = Xo t+ Vg, t

Equacdo do movimento considerando o arrasto linear:

m _b,
x(t) = xo — zvox[e m- — 1]

Equacéo do movimento considerando o arrasto quadratico:

m t
X = x9 + vy, *?ln(l + =)

Vo,
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A primeira equagdo, embora simples, estaria absolutamente certa se néo fosse a presenga
de atmosfera. Como o fisico Brian Cox demonstrou — em 2014 quando visitou o Space Power
Facility da NASA — comparando a queda de uma bola de boliche com penas, a queda de um
objeto no vacuo independe da massa pois estdo sujeitos a mesma aceleracdo. Analiticamente
_b,

E,=P=m.g=m.a - g = a, logo se conclui que o termos — % [e — 1] da equagéo

t

do arrasto linear e o termo % In(1 + ) do arrasto quadratico sdo decorrentes do atrito entre

Cvox
0 objeto — no caso a bola —, e 0 meio —no caso o ar —, incluindo 3 variaveis para o célculo
da posicdo. As explicacdes para esse arrasto fogem da mecénica dos solidos e entram na

mecanica dos fluidos, onde a forca de coesdo entre as particulas provoca tanto a viscosidade

quanto a densidade. Outro termo importante é a razdo entre massa e coeficiente de arrasto (bﬂ/c)

onde ¢ = pD? e b = nD. Ambas as equacdo o possuem, porém com énfase diferente ao

didmetro ou &rea de contato; ambas as equagdes possuem uma expressao que limita a relevancia

_1p _ . . I
da massa, que sdo e ~m ' — 1 pois, quanto maior a massa, mais préxima o primeiro termo chega

del,eln (1 + i ) Aqui vemos que guanto maior a massa, mais préximo de 1 fica o In,

C‘l]ox

portanto aproximando toda a expressdo de 0. A forma de contornar isso é aumentando o

diametro, que consequentemente também aumentaria a forca de arrasto. Logo, existe uma

configuracdo 6tima onde a massa pode aumentar ao elevar-se o termo bﬂ/c , Sem aumentar o

termo de suavizacdo. Porém, estamos analisando apenas as equacGes de movimento; no
contexto de um esporte existem outros fatores que podem alterar significativamente a pratica
como, por exemplo, o coeficiente de amortecimento do material, ou a forca muscular que
conseguimos fazer. Portanto ndo serd conveniente uma bola pesada — pois ndo teremos forca
suficiente para executar os movimentos —, ou uma bola dura que machuque a méo. A
elaboracdo de uma configuracdo 6tima para maximizar a distancia percorrida se torna
complicada. Velocidade e tempo sdo as grandezas em que as 3 equacOes atribuem uma
proporcionalidade direta ou indireta; a velocidade em todas as equagc6es multiplica o resto da
expressdo, embora atribuindo importéncias diferentes, pois para a equacdo sem arrasto e com 0

arrasto linear a dependéncia da velocidade é linear, enquanto na ultima equacéao a dependéncia

b
é quadratica. J4 o tempo tem uma proporcionalidade indireta como na expressdo [e “m® — 1],

pois quanto maior o tempo, maior a diferenga entre a exponencial e o nimero -1, ou In(1 +
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t . - , f f
—7— ). Quanto maior o tempo, maior sera o valor do In, portanto, embora muito diferentes, as 3

C‘on

equacOes apresentam caracteristicas similares, com dependéncias similares, mesmo atribuindo
importancias diferentes para a velocidade e didmetro. Portanto, com o aumento dessas
grandezas, é esperado um arrasto muito maior na equagdo do movimento quadratico do que nas
outras duas, que devem apresentar um comportamento mais proximo entre si.

Para comparar as 3 equac0es e seus resultados, usaremos o Microsoft Excel, que nos
possibilita obter os resultados de forma mais rapida e confidvel, principalmente quando se quer
testar varias situacdes. Na célula A temos a equacdo que utilizaremos; das células B até H
colocamos as nossas variaveis e por Gltimo nas células I calculamos as expressdes da coluna A
utilizando as variaveis das células B a H e obtemos o valor da posicao. Entre as linhas 15 e 18

esta a comparacdo percentual entre as equagdes de movimento.

Figura 1: Aﬁresentaﬁéo da ﬁlanilha

X0 | Y0 (m) VO x|y (mis) t(s)
X=X0+V0x*t ] ] ] 0,00
Y = Y0 +\0y*t + (g*t)/2 ] 0 ] 0
X0 | Y0 (m) VO x|y (mis) t(s) m (Kg) b D n
X = X0(m/bJ*V0x*[e*(-bt/m)-1] 0 0 0 1 1 1 1 0,00
Y=Y0 - (mgt)/b — (m/b)* mg)/b)*[e*(-btfm)-1 0 ] 0 1 1 1 0 0,00
X0 | Y0 (m) VO x|y (m/s) t(s) m (Kg) c D
X = X0 +VOx*{m/c)*In{1+t/(m/c*VOx)) 0 0 0 1 " 1 1,000 0,00
Y =Y0 + (m [ c)’In[cosh(gt/sqrt{mg/c))] 0 0 0 1 1 0 0 0,00
S/ ARRASTO ARRASTO LINEAR ARRASTO QUADRATICO
S/ ARRASTO - i #DIV/O! r #DIV/Q!
ARRASTO LINEAR I #DIV/o! - r #DIV/O!
ARRASTO QUADRATICO r #DIVI0! r #DIV/0! -

Fonte: Elaborada pelo préprio autor (2020).

Agora estabeleceremos valores para que possamos comparar o0s resultados; partimos de
X, = 0 e escolheremos aleatoriamente os valores para a velocidade e o angulo de langamento
como: V, = 20m/se 6 = 30. Encaixaremos valores proximos a realidade de uma partida de
vélei, como t = 0,8 m = 0,26,D = 0,22 e a viscosidade e a densidade do ar a 20° sendo
+0,00002 e 1,205 respectivamente.
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Figura 2: Imaﬁem do simulador Vascak

X0|YO0(m) VO x|y (mis) t(s)

X = X0+V0x * t 0 17.32 0.8 13,86

¥ = Y0 +VO0y*t + (g*t)2 0 0 0 0
X0 | Y0 (m) VO x|y (m/s) t(s) m (Kg) b D n

X = X04{m/b)*VOx*[e*{-bt/m)-1] 0 17.32 0.8 0,26 0,0000044 0,22 0,00002 13,85

¥ =Y0 - (mgtib — (m/b)" mg)/b)*[e~(-bt/m)-1 0 0 0 1 1 1 0 0,00
X0 | YO0 (m) VO x|y (m/s) t(s) m (Kg) c D p

X = X0 +VOx*(m/c)In(1+t/{m/c"VDx)) 0 17,32 0,8 026 7 02651 0,22 1,205 10,13

¥ =Y0 +(m / c)*In[cosh{gt/sqrtimg/c))] 0 0 0 1 1 0 0 0,00

S/ ARRASTO ARRASTO LINEAR
ARRASTO LINEAR 0,01% -
ARRASTO QUADRATICO 26,88% 26,87%

Fonte: Elaborada pelo proprio autor (2020).

Nesse primeiro caso, observamos uma diferenca de 0,01% entre as equacdes de
movimento sem arrasto e com arrasto quadratico. Esse valor ja era esperado, pois em situaces
com o nimero de Reynolds > 1, para o caso da bola de vélei, R = 69.287,5 > 1. Portanto, é
seguro desprezar a resisténcia do ar proporcionada pela viscosidade do fluido, j& que apresenta
uma diferenca pequena respeito a situacdo sem arrasto; mudando a configuracdo parat = 0,7s,
a diferenca na posicéo final € de apenas 0,001m. Uma diferenca de milimetro néo é relevante
na maioria dos esportes, incluindo o volei. Avaliando a diferenca entre a posigdo da primeira
equacdo e da terceira, hd uma diferenga de quase 27% com 3,73m, ou aproximadamente 21%
da quadra de volei. O resultado do arrasto nessa situacdo estd longe da situagédo ideal e um
pouco mais préxima de uma situagdo real, pois ndo estd sendo considerada a rugosidade da
bola, nem o efeito Magnus causado pela sua rotacdo, frequentemente utilizado no esporte para
alterar a trajetéria da bola. Mas, em geral, essa ultima equacdo é uma boa aproximacéo para
objetos com alta simetria, como esferas.

As equacdes considerando o arrasto tém uma forte dependéncia do didmetro, pois
quanto maior ele for, maior sera a area de contato com o fluido. O didmetro, assim como a
massa, também possui um valor limite; ao ultrapassar esse valor, aumentar o diametro nao trara

grandes diferencas de deslocamento. Na prética, o didmetro e a massa estdo relacionados pela
densidade p = %; sendo o didmetro relacionado com o volume, entdo na préatica diametro e

massa seriam alterados juntos, mantendo uma propor¢do na equagao.

Caderno Intersaberes, Curitiba, v. 10, n. 27, p. 135-155, 2021 149



A fisica da trajetéria da bola de Voleibol

Figura 3: Comﬁaracl;ﬁo diametro

X0|Y0(m) VO x|y (m/s) ts)
X = X0+V0x * t 0 17,32 1 17,320
Y = Y0 +V0y*t + (g*t)f2 0 0 0 0
X0 | Y0 (m) VO x|y (m/s) t(s) m (Kg) b D n

X = X0(m/bJ"'VOx*[eA(
Y=Y0 - (mgt)/b — (m/

-bt/m)-1] 0 17,32 1 1 2E-10 0,00001 0,00002 17,318
b)* b)*

X0|Y0(m) VO x|y (m/s) t(s) m (Kg) c D p
X = X0 +V0x*(m/c) In{1+t/{m/c*V0x)) 0 17.32 1 1 "0,00001205  0,00001 1.206 17,320
Y =Y0 +(m/c)In[cosh{gt/sqrtimg/c))] 0 0 0 1 1 0 ] 0,00
S/ ARRASTO ARRASTO LINEAR
ARRASTO LINEAR 0,01% -
ARRASTO QUADRATICO 0,00% 0,01%

Fonte: Elaborada pelo proprio autor (2020).

Alterando o didmetro, notamos que a relevancia das equacdes é alterada; a equacéao de
arrasto linear apresenta uma maior varia¢ao na posicao final, enquanto a equacao de movimento
do arrasto quadratico tem a mesma posicdo da equacao sem arrasto. Porém, essa a diferenca na
posicéo foi de apenas 2 mm; alterando-se a configuracdo da equacao, também néo se observou
uma grande variacao em relacdo a equacao sem arrasto. Pode-se concluir que ela € valida apenas
para disténcias pequenas; embora se tenha observado que, para tempos grandes, essa diferenca

de posicdo aumente, ndo é algo significativo, para:

t=10 — E=0,01%

e =50 —-E=0,02%

e =100 —-E=0,03%
e =200 —E=0,05%
e t=500 —-E=0,11%
e t=1000 -E=0,21%

Logo, a equacdo do arrasto linear € pouco Util, pois chega a resultados muito similares
a equacao do movimento que despreza o atrito; apresenta maior ou menor divergéncia ao variar-
se as grandezas fisicas, mas dificilmente passa 0s 0,05% de erro percentual, a ndo ser em casos
extremos. Param >> D, todas as equacdes convergem, aproximando-se da equagao sem arrasto.
Para a situacdo oposta D >> m, a equacdo do arrasto quadratico nos da uma posicdo muito
pequena, matematicamente. Isso € justificavel pelo logaritmo natural apresentado na equacgao
da posicdo. Na pratica, seria como se jogassemos uma grande bola de isopor para frente.
Intuitivamente sabemos que ela ndo ird muito longe; por possuir uma grande area, ira colidir
com grande nimero de moléculas presentes no ar, mas ela ndo tem momento suficiente para

empurrar essas moléculas, pois sua massa é pequena. Para aumentar a distancia percorrida antes
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de cair ao solo, é necessario aumentar a velocidade, aumentando assim 0 momento P = m. ¥;
na equacao horaria da posicéo, a velocidade estd multiplicando o resto da expressao, garantindo

gue o aumento de velocidade implique no aumento da posicéo.

Fiﬁura 4: D>>m

X0|Y0(m) VO x]y (m/s) tis)

X = X0+V0x " t 0 17,32 1 17,320

Y = Y0 +Viy*t + (g*t)/2 0 0 0 0
X0 | Y0 (m) VO x]y (m/s) t(s) m (Kg) b D n

X = X04{m/bj'Vox*[e*({-bt/m})-1] 0 17.32 1 0,005 0.00000396 0,22 0.000018 17.311

Y=Y0 - (mgt)b — (m/b)" mg)/b)*[e*(-bt/m)-1 0 0 0 1 1 1 0 0,00
X0 | Y0 (m) VO x]y (m/s) t(s) m (Kg) c D

X = X0 +V0x*{m/c)*In{1+t/(m/c*V0x)) 0 17,32 1 0005 " 02651 0,22 1,205 1,303

Y =Y0 +(m/ c)in[cosh{gt/sqrt{mg/c))] 0 0 0 1 1 0 0 0,00

S/ ARRASTO ARRASTO LINEAR
ARRASTO LINEAR 0,05% -
ARRASTO QUADRATICO 1229,04% 1228,37%

Fonte: Elaborada pelo proprio autor (2020).

Para podermos mensurar o efeito do atrito em um jogo de volei, devemos comparar um

saque real com as previsbes. Atualmente, o saque mais forte do mundo é de
k . I .
134 Tm aproximadamente 37%, levando pouco menos de 0,4 s para atingir o solo. Porém, ao

inserir essa velocidade e tempo nas equacdes de movimento, notamos que a distancia esperada
seria de somente 12,41 m. Essa divergéncia se deve ao fato de que a velocidade considerada
no jogo é a velocidade média percorrida pela bola durante os aproximados 17 m de quadra
(como normalmente os jogadores em saques forgados, ao pular, avangam cerca de 1 m dentro
da quadra, restam 17 m para se percorrer até o final da quadra). Para que a bola alcance o final
da quadraem 0,4 s, a velocidade inicial deve ser de aproximadamente 50m/s. Sendo o arrasto
quadratico dado por f(aq) = cv? = pD?v?, vemos que nos primeiros instantes o movimento
sofrerd uma reducdo brusca de velocidade, devido ao forte arrasto produzido por essa
velocidade. Calculando esse arrasto para o instante 0, logo ap6s a bola tocar a méo, temos:
f(aq) = pD?v? = 1,205 % 0,22250% = 145,8 N. Entdo, embora a velocidade inicial saia
extremamente elevada, ela é rapidamente amortecida; supondo uma velocidade final de
20 m/s, a forga de arrasto atuante sobre ela seria de f(aq) = pD?v? = 1,205 * 0,22220% =

23,33 N, 84% mais fraca do que o arrasto inicial.
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Figura 5: Grafico forca de arrasto em funcéo da velocidade
flaq)
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Fonte: Elaborada pelo préprio autor (2021).

O gréfico da forca de arrasto em funcdo da velocidade ao quadrado apresenta um
comportamento parabdlico devido ao fato quadratico. O principal ponto do gréafico é a
implicacdo que o aumento da velocidade causa na forca de arrasto, pois 0s jogadores buscam
aumentar a velocidade no saque, para diminuir o tempo de reacdo do adversario. Porém,
enquanto a velocidade aumenta de forma linear, a forca de arrasto aumenta de forma quadratica,
dificultando consideravelmente o seu esforco em aumentar a velocidade média. No intervalo
entre 30 e 40 m/s, vemos um aumento de 40.82 N na forca de arrasto e no intervalo entre
40 e 50 m/s um aumento de 52.49N na f(aq). Portanto, aumentos de 10 m /s estdo causando
um aumento de arrasto muito superior ao aumento de velocidade, de maneira que qualquer

aumento na velocidade média implica em um aumento consideravel na velocidade inicial, pois

Vo

estdo sendo prejudicados pelo arrasto. A partir da equagdo horéria da v(t) = - podemos

t
m
cvo

analisar o comportamento da velocidade em funcéo do aumento de v, ou de t.
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Figura 6: v(t) em funcéo de v,

v(t)
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor (2021).

Para um tempo fixo de 0,4 s, densidade do ar a 20°, de 1,205kg/m3, massa da bola de
0,26kg e diametro de 0,22m, podemos ver que, aumentando v,, também ha um aumento
parabdlico de v,, porém muito menos acentuado que o esperado para uma situacao sem arrasto,
onde se esperava um aumento linear. A curva de aumento esta sendo suavizada pelo arrasto,
apresentando um coeficiente angular de @ = 0,0108, portanto, com inclina¢fes suaves. Se
aproxima mais a uma reta, muito inferior ao coeficiente angular do grafico de f(aq)x v? de

a = 0,0583, onde a curva era ligeiramente mais acentuada.
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Figura 7: Decaimento da velocidade em funcdo do tempo
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Fonte: Elaborada pelo préprio autor (2021).

Para a massa, densidade e didmetro ja estipulados anteriormente, vemos que a
velocidade cai com o inverso do quadrado com o tempo; na primeira parte do grafico o
coeficiente angular é @ = —264.5, que representa uma queda brusca da velocidade conforme
passa o tempo. Isso se deve ao forte arrasto para velocidades altas. Em um segundo periodo
avaliado, de t = 0,1 a t = 0,2, coeficiente angular de « = —81,4edet =0,2at = 0,3, seu
coeficiente angular € @« = —39,6. Logo, 0 movimento se inicia com uma reducdo brusca e,
rapidamente, conforme a velocidade decai, a curva € suavizada — comportamento

caracteristico de um amortecimento critico.

5 Consideragdes finais

A pesquisa realizada tinha como objetivo analisar os efeitos do arrasto na trajetoria da
bola de vélei; durante o desenvolvimento observou-se a relacdo entre mais de uma area da
fisica, como a cinematica e a hidrostatica, pois a forca de coesdo entre as moléculas presentes
no ar provoca a viscosidade e a densidade do fluido, fatores que dificultam o movimento. As
duas equacdes de movimento que consideram o arrasto divergem na origem do fenbmeno; a
primeira equacdo associa a forga de atrito & viscosidade do meio, enquanto a segunda associa 0
arrasto a densidade do meio pois, quanto mais denso, maior o nimero de moléculas que a bola

tera que empurrar para se deslocar. Embora durante 0 movimento de um objeto atuem tanto a
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forca de arrasto linear quanto a de arrasto quadratico, elas possuem importéncias diferentes.
Observou-se que a forga de arrasto linear apresenta uma resisténcia pouco significante no trajeto
de uma bola de vélei, chegando a resultados similares aos da equacgéo sem arrasto para o calculo
da posicao. Indica-se o arrasto quadratico como opc¢ao mais adequada para o calculo da posi¢éo;
a divergéncia entre a equacdo que despreza o atrito e a equagdo com o arrasto quadréatico fica
entre 15 e 30%, dependendo das configuragfes do sistema. As equagdes abordadas
desconsideram alguns fatores como rugosidade do material, velocidade de rotacdo da bola e
geometria. Embora funcione bem para objetos de alta simetria, como a esfera, essas equacgdes

sdo aproximagdes. Serd interessante estudar os fatores ndo considerados nesse trabalho.
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